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COORDINACION DE MATEMATICAS

MATEMATICAS MATEMATICAS
OPERADORES: ADJUNTO Y NORMAL

En un espacio V con producto interno, cada operador lineal S tiene un operador llamado su adjunto (también
lineal), que representamos con Sy es tal que, para toda pareja U,V de vectores de V |, ( | ) ( S ) Esta

definicion estd basada en el producto interno por lo que, el operador adjunto depende del producto interno
considerado, es decir, el operador S tiene tantos adjuntos como productos internos se consideren, pero para cada
uno el adjunto es Unico.

Obtendremos el adjunto del operador S en R?, tal que S(X, y) = (ZX -y, X+ 3y) con respecto al producto usual
en R? (producto punto). Si U:(X, y) y V:(a,b), debemos determinar «, f3, 7,0 que definen la regla del

operador lineal S”, esto es:
S"(a,b)=(aa+Bb,ya+dsh).

(S(_) I_) (2x—y,x+3y)|(a,b))=(2x~y)a+(x+3y)b = x(2a+b)+ y(-a+3b).
(_|S ) aa+ﬂb +y(ya+§b) con esto llegamos a: a=2,=1y=-1,6=3, es decir,
S"(a,b)=(2a+b,—a+3b).

- - - 2 - .. el Bl
Si consideramos otro producto interno en R“, por ejemplo el definido por (u | v): 3u,V, — UV, —U,V, +U,V,, el

adjunto de S es otro que llamaremos Sl* y lo obtenemos a continuacion:

(S(U)lV): 3(2x-yla—(2x—y)o —(x+3y)a+ (x+3y)b = x(5a—b)+ y(— 6a + 4b)
S, (a,b)=(aa+pBb,ya+dsh).
(U|s )) 3xX(aa+Bb)-x(ya+ob)-y(aa+ pgb)+y(ra+sh)=

= (3aa+3ﬂb ya— 5b)+y( aa—ﬂb+ya+5b)

Ya que (S (U)l V): (Ul SI(V)) se tiene:

5a-b=3ca+38b-ya-db=0Ba-y)a+(38-5h
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—6a+4b=-aa—-pb+ya+sb=(-a+y)a+(=B+5),estoes:
3a—y=5 3-0=-1
‘7 d dedondea:—i, ﬂ:i, 7=_£, 5:£
—a+y=-6" (-f+56=4 2 2 2 2

Por lo tanto, Sl*(a,b) (—i +ib _£a+£bj
2 2 2 2

Una propiedad del operador adjunto (en nuestro ejemplo S, Sl*) es que la matriz asociada a el referida a una base

ortonormal de V es la transpuesta (si V es real) o la conjugada-transpuesta (si V es complejo) de la matriz
referida a la misma base, asociada al operador original (en nuestro ejemplo S ).

Una base ortonormal de R? respecto al producto punto es la canénica B = {(1,0),(0,1)} y las matrices asociadas a
S y S son respectivamente:

M(S){f ﬂ y M(s*){fl g}(wsﬁ

Para el producto interno en R? definido por (UlV)zBUlvl—ulvz—u2v1+u2V2 , con el cual

] — 1 1 3
ulu)=2u? +(u, —u,)?, una base ortonormal de R? es A = (—O] [——J .
(%) - 207 + (0, -u,) {ﬁ L

La matriz asociada a S referida a A tiene por columnas los vectores de coordenadas respecto a A de las
imagenes de los elementos de A. Esto es:

{[S(%,O)]A [S= J_ J_ }

Las coordenadas de todo elemento (x, y) perteneciente a R” respectoa A son « y f3 tales que:
1
o =J§(x——y)
3
V6 y
3

M(S) =

el g3

IB:
> B
2 1 3 | 1 3 1 10 3‘/5
OA Ry VAV s S == ) =
3 3

Por lo que M £ (S) =
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MAGS) = [S; (=

— . 0)], I[S.
‘E)] [S, (=

1 3
v6 JE
2
«, 1 1 13 3
[Sl(flo)];\=[(—m,—m)];\= _i;
32
2

3

. 1 3
S (==, —=)], = =
5 (g -l 10
3
5 42
Por lo que M 2 (S;) = 3 12 f_O

__3‘/5 -

Del operador en el espacio complejo C? tal que H (Z,W)=(2i2+W, —z—2iW) su adjunto H™ respecto al
producto usual en C* (esto es: (UlV): ulv_l+ UZE ) es:

H*(z,w):(az+ﬂw,yz+5w) donde @, B, 7,5 €C.

H(_) (2iu, +u,, - 2iu2); H* (V)= (av, + BV, 7V, +5V,)

( | ) 20U, + U, IV + (= Uy = 2, W = Uy (207 =V, )4 Uy (7 = 205 ). (1)
( |H (V)) ulav, +,Bv )+u (Vi 70, )=, (@ V;+B V)4 Uy (7 V43 V5 )
)

Deigualar (1)con 2): @ =2i, fB=-1 y=1 6=-2i .. a=-2i, B=-1 y=1 J=2i

H" (@)= (- 2iu, —u,, u, +2iu, ).
Considerando el producto usual, una base ortonormal de C* es A = {(1, 0), (0, 1)} (la canénica): Respecto a ella:

2i 1 . -2i -1 "
M (H) = M(H") = =[M(h
()L_ZJ Y (){l 2i}[()]
Si se considera el producto interno en C? definido por (UlV): 2u,V; +5U,V, (1

(H@[V)=2(2iv, +u, )% +5(-u, - 2iu, ¥, = u, (47, - 5%, )+ u, (27 - 10i7;)
@ O)=2u(@ v+ %)+ 50,0 v, +3 ¥,)=u,(2a v+ 2B V;)+u, (57, +55 V)
De igualar (H (U)l V) con (Ul H;(V)) : H,(z,w) = (— 2iz —%W, %z + 2iwj

Una base ortonormal de C? respecto al producto definido por (1) es:
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1 1. 2 1.
B = {(_+EI’ Oj, [0, ———Ij}. Las coordenadas del elemento (Z,W) respecto de B son «, S tales que

2 5 5
(z,w)=a(%+%i,Oj+ﬂ(0,%—%ij Loa=z(1-i); B=w(2+i)

La matriz asociada a H referida a la base B es:

M?(H){[H%%i, 0], [HO, %—%i)]s}

2i
1 1. : 1 1.
H(=+=—1, 0];=(0(-1 —-——-=li)=
[H+51 0 =( ~-—i)s=| 1 3.
1 3
1 3. 2i ———i
2 1. 2 1. 2 4. ———i 5 5
HO,=-=i), =(=-=i,—=-—=i)s =[5 5 | .~ MgZ(H)=
HOZ-<la =(c-Th-o-gDe=| 5 : (H) .
—2i ———EI —2i

El matriz asociadaa H, referidaa B es: M 2 (H,) :|:[Hf(%+%i, 0)], [Hf(O,%—%i)]B}

—2i
1 1. .1 1.
H (—+—1,0], =1-1,—+—=—1); = 1 .
[ 1(2 > )]s =( E 5)3 —+i|
5
1 3.
o, 2 1. 1. 2 4. ——t—i
H, (0, ——=1)]; =(-1+—i, —+—1i); = 2
[H, ( E 5)]3 ( >h TT )e _
2i
—2i —i+—|
Mg (H,) = L 3 2 2| [MS(H)T , es decir, es la conjugada-transpuesta de la asociada a H
—+—i 2i
5 5

referida a la base B .

Otro operador que aqui presentamos es el llamado operador normal. Este se define como aquel cuya composicion

con su adjunto es conmutativa, esto es: T esnormal si ToT =T oT . Debido a que para cada producto interno
considerado el adjunto es diferente, un operador puede ser normal respecto a un producto interno y no serlo
respecto a otro.

Un ejemplo de operador normal en R? respecto al producto punto es K tal que K(X,y)=(2x-y, — X +5Y)
pues, como puede comprobarse K~ = (2x — Y, — X +5Y) y se tiene

(KoK (X, y)=(Bx—-T7y, - 7x+26y) = (K o K)(x,Y)
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Operadores como K que tiene un adjunto idéntico a él, suelen llamarse autoadjuntos. Sin embargo, respecto a
otro producto interno como el definido por:

—— . 2
(ulv):2ulvl+3u2v2 , el adjunto de K es Kl(x,y):(ZX—%y,—§x+5y), con el cual

. 14 16 53 . 11 19 19 77
KoK X,¥)=(—X-8y, ——X+—V): K, o K)(X,y) = (—X—=—VY, ——X+=—Y).
( ) (X, y) (3 Y =3 2y) (K; oK) (X,Y) (2 >V 3 3y)

Debido a que (K o K;)(X,y) # (K, o K)(X,Y), el operador K no es normal respecto al producto considerado.

Otro ejemplo de operador normal en el espacio complejo C? respecto al producto usual es H cuya regla se
define con: H(z,w) = (2iz+w, —z—2iw); su adjunto es H’(z,w)=-2iz—w, z+2iw), para el cual
(HoH")(z,w) = (5z,5wW) = (H" o H)(z,w)por lo que, H es normal.

El mismo H, respecto al producto considerado anteriormente (UlV):Zulv_l+ 5u,V, no es normal, pues
(HoH)#(H oH).

Como Gltimo ejemplo tenemos al operador J en el espacio complejo C® cuya regla es
J(z,w,Vv) = (iw+ (L+i)v, iz —2iv, (-1+1i)z — 2iw) . El adjunto J " respecto al producto usual en C? es:
J*(z,w,V) = (miw+ (=1—1i)v, —iz + 2iv, (1—i)z + 2iw) y resulta:
(JoIN(z,W,V)=@z+(-2+2))w—-2v, (2-2)z+5W+ (1—i)v, =22+ A+ ))w+6v) = (I 0 J)(z,w,V)
Por lo que J es un operador normal respecto al producto interno usual en C*°.
LEDA SPEZIALE SAN VICENTE
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RESENA HISTORICA SOBRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARTE SEGUNDA
Leibniz descubrid la técnica de separacion de variables en 1691: Mostrdé cémo se resuelve la ecuacion
diferencial

vy = 109

De igual manera, redujo en el mismo afio la ecuacion homogénea d y/d x = f (y/x) a una ecuacion de
variables separables de primer orden del modo usual: con el cambio y = vx. En 1694, Leibniz, publicé

la resolucidn de la ecuacion

% + p(x)y=q(x).

En 1694, Leibniz y Jean Bernoulli estudiaron el problema de encontrar la familia de curvas que cortan
con un angulo dado a una familia de curvas dadas. Jean Bernoulli sefial6 que este problema es importante
para determinar las trayectorias de los rayos de luz que recorren un medio no uniforme porque dichos
rayos cortan ortogonalmente los llamados frentes de luz. El problema fue resuelto de forma general e
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independiente por Leibniz y por Jean Bernoulli en 1698. EI método empleado se sigue usando
actualmente.

Jean Bernoulli planteé el problema de determinar el movimiento de un proyectil en un medio cuya
resistencia es proporcional a una potencia de la velocidad. La ecuacion diferencial es en este caso

mﬂ =mg —-kv"
dt '

También fueron identificadas las ecuaciones diferenciales de primer orden exactas, es decir, las
ecuaciones M (x , y)dx + N(x , y)dy = 0 para las cuales existe una funcién z = z(x , y) tal

que dz = Mdx + Ndy. Clairaut en 1739 dio la condicion oM /oy = 9 N/dx; esta misma
condicion fue dada de forma independiente por Euler en 1734. Si se tiene

dz=M(x, y)dx + N(x, y)dy =0
como remarcaron Eulery Clairaut, la soluciénes z = cte.

Cuando una ecuacion de primer orden no es exacta, es posible muchas veces multiplicarla por una
funcion, llamada factor integrante, que la convierta en exacta. Aunque se habia usado esta técnica en
lagunas ecuaciones, fue Euler en 1734 quien se dio cuenta que este concepto proporcionaba un método
de integracion e introdujo las expresiones que actualmente se usan. Clairaut amplié la teoria poco mas
tarde. Hacia 1740 se conocian los metodos elementales de resolucion de las ecuaciones diferenciales de
primer orden.

Naturalmente, el estudio de diversos fendmenos modelados por ecuaciones diferenciales no se redujo a
las de primer orden, como se describiré en la tercera y Gltima parte..

(Continuara)
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